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1) Datelematrici:
&5 2 36
A=S.> 0 1: B:aéi -3 O? C:ael 2 -29
L3 1 &7 -1 25 $1 3 oy

eseguire, ove possibile, le seguenti operazioni:
aA+C, b)C+B;, ¢BC;, dBA ¢eCA fBC 9g(-3B

Osserviamo, in primo luogo, che:

- Aéunamaricedi ordine3" 3

- Beunamaricedi ordine2” 3

- Ceéunamdriced ordine2” 3
Ne segue, pertanto, che:
a) A+C non é passhile perché le due matrici hanno ordine diverso
b) C+B é posshile perché le due matrici hanno stesso ordine

@l 2 -20 o6 -3 00 _eel+6 2-3 -2+06_ad -1 -20

B= . == == -~
C+ €1 3 0% -1 25 S1+7 31 o0+25 %8 2 2
B -1 -28
C+B_88 > o

¢) B" C non e posshile perchéil numero ddlle colonne di B e diverso dd numero ddlerighedi C
d) B" A e posshile perchéil numero delle colonne di B € ugude d numero ddlerighe di A

% -3 06 ®5 2 306

B” A= 962 0 17=
&7 -1 25 B

1 -3 15

a8>6+ (- 3){- 2)+ 04 6+ (- 3)x0+0x(-3) 6X3+(-3)x+046_
TETBH(-1)(-2)+ 24 7o+ (- )x0+2-3) 758+(-1)4 424,
_®@30+6 12 18-3 §_a86 12 156

T &35+2+2 14-6 21- 1+25 39 8 225

a8 12 155

B” A= -
39 8 22
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e) C" A eposshile perchéil numero ddle colonnedi C e ugueded numero ddlerighed A

I Z _2"

C” A= < 0 1i=
§1 3 0Og¢ :
1 -3 15
16+ 2o{-2)+ (-2 (- 12+ 20+ (-2)4-3) (-1G+20+( 2)26_
T§ 16+3x(-2)+ 04 1+ 350 +0- 3) 18+34 +04
_@5-4-2 -2+6 -3+2-25 @1l 4 -36
& 5-6 2 3+3 5 &-1 2 64
o A®ll 4 30
$-1 2 64

f) B- C éposshile perché le due matrici hanno stesso ordine

& -3 06 el 2 -25_a6-(-1) -3-2 0-(-2)6_& -5
B-C= -- i=c 2=
§ -1 25;&%1 3 0z §7-1  -1-3 2-0 4 &6 -4
& -5 25

B- C= =
%6 -4 24
0) (-3)" Beposshile perche e ssmpre possibile moltiplicare una matrice per un numero quelsas
.3 -3 00 _#-3)% (-3){-3) (-3)00_e18 9 06
(-3 B=(-3¢, | ,:7¢. B)-1) (-3 & 6
& -1 25 &-3)7 (-3)(-1) (-3)%45 &21 3 -6y
1 )
(_3), B:ae 8 9 02
&-21 3 -6
2) Utilizzando il Teorema degli Orlati, calcolareil rango della seguente matrice:
el 2 3 46
(; -
A=C 1 0 4 O.
¢-2 -1 1 0-
€0 1 8 95
Iniziamo con | osservare che lamétrice A € quadratadi ordinem n=4" 4, per cui risulta:
O£ r(A) £ min{m, n} =min{4, 4} =4
Poiché, inaltre, lamatrice A non € lamatrice nullassgue cher(A) * 0. Dunque:
O<r(A)£4
Condderiamo oraun minore dd secondo ordine diverso da zero. Sia esso, ad essmpio:

Mf‘i 5‘:-210 b r(A)s2
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Cdcoliamod ora i minori orlai di My, dd terzo ording, ossarvando che se sono tutti nulli dlora e
r(A) = 2, mentre 2 ne esste dmeno uno non nullo er(A) 3 3. Otteniamo, dlora:

1 2
M,=| 1 O =0-16-3+0+4-2=-1710
-2 -1 1

Poiché abbiamo trovato che esse un minore orlato di My dd terzo ordine diverso da zero possamo
afemare che

rA)3 3
Dobbiamo adesso cdcolare i minori orlati di M, dd quarto ordine, osservando che I’'unico minore del
quarto ordine esraibile da A é proprio il detA:

+
i%ig 2 3 1 3 1 2 1 2 3
detA = =-14-1 1 +01-2 1 -44-2 -1 +0%-2 -1 1=
-2 -1 1 0
9 0 8 9 0O 1 9 0O 1 8
0O 1 8 9

=- (18+0- 32- 4- 0+27)+0(9+0- 64- 0- 0+54)- 4(-9+0- 8+0- 0+36)+

+0(-8 40 -6 +0- 1+32)=- (9) +0(- 1)- 4(19) +0(17)=-9-0- 76+0=-85t 0 P r(A)* 3
Poiché dbbiamo trovato che tutti i minori orlai di My dd terzo ordine sono ugudi a zero possamo
dfermare che

r(A) =4
3)
da 2 0 -16
(; _ -
a0 -1 3 20
¢l 4 2 -2+
€& 1 6 13

a) Calcolareil suo determinante

Essendo A una matrice quadrata di ordine 4, risulta possbile cacolare il suo determinante utilizzando il
metodo di Laplace, sviluppandolo rispetto dla prima o ala seconda riga (€ piu conveniente scegliere
unadi tdi righe in quanto in esse vi € un demento nullo, adifferenzaddle dtrerighe!!).

Supponiamo di voler sviluppare il determinante della meatrice data rispetto dlaprimariga
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Per laregoladel segni otteniamo: -4
da 2 0 -16
(; } =
A:GO 1 3 2.
¢l 4 2 -2%
€& 1 6 15
Cdcoliamo orail deerminantedi A:
-1 3 2 0 3 2 0 -1 2 0 -1 3
detA=1x 4 2 -2-241 2 -2+0f1 4 -2-(-1)f1 4 2=
1 6 5 6 5 1 5 1

=1x§-2 - 6+48- (4+12+12)g- 26¢0- 30+12- (20- 0+ g+
+0>§0 +10+ 2- (40- 0- 1)+ 10~ 10+ 3- (60- 0- 6)g=
=1540- 28)- 2x{- 18- 23)+0x12- 39)+ 1 - 7- 54)=12- 2(-41)+0( -27)+(- 61) =

=12+82- 0- 61=33
Dunque:
detA =33

b) Dire se eridotta ed in caso contrario ridurla attraverso le operazioni elementari
da 2 0 -1o
(; ) -
A:Qo 1 3 2.
¢l 4 2 -2¢
€& 1 6 15
Ricordiamo che una mdrice ridotta (per righe) € una matrice tde che in ogni riga risulta possbile
trovare un demento specide, non nullo, d di sotto dd qude tutti gli dtri dementi della matrice essa

ono nulli.
In virtt di tale definizione risulta facile convincars che lameatrice data.non e ridotta.
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Cerchiamo, pertanto, di ridurlasfruttando le operazioni dementari sullerighe, o sulle colonne, di A:

A 2 0 -18 4 2 0 -15 a4 2 0 -16
0 -1 3 2% 0 -1 3 2% 0 -1 3 2%

ASE 4 o QIR 5, IABRRR G o o (BERP
€& 1 6 15 €& 1 6 13 € -9 6 65

A 2 0 -15 A 2 0 -1% A 2 0 -16

0 -1 3 2% 0 -1 3 27 0 -1 3 2%

¢ V%Y S Y Y3 G +

0 0 8 3+ WREP G o g 3f4'{‘3w3+4% 0 0 8 3

€ -9 6 65 € o0 -21 -125 € o 11 op

Dunque lamétriceridotta sara
da 2 0 -16
¢o -
R= Q0 1 3 2.
¢0 g
€0 o 11 o
dove:
a1=1, ap=-1, az=3
s0no gli ementi specidi rigoettivamente della prima, della seconda e ddllaterzariga ddlamatrice.

4) Calcolare, se esigte, I'inversa della seguente matrice:
&2 2 -20
A=S-3 3 -2
é 0 4 0
Iniziamo con il vedere se esse 0 meno la matrice inversa di A cdoolando il suo determinante. Risulta

pertanto:

2 2 -
detA=[-3 3 -2=24+16=4010 b $A' invesad A
0 4

Dunque:
detA =40
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Primo metodo
Cdodliamo I'inversadi A utilizzando il metodo dei complementi dgebridi, ovvero lardazione:
A= 1 A*)T

Dobbiamo quindi scrivere, in primo luogo, Iamatricecégﬁomplememi doebric A'. Risulta
3 -2 -3 - _ -3 3 _
C11:"'4 0:8’ Clzz" 0 JZO' Cz =+ 0 4‘:'12’
C21_'121 (2):’8’ C22:+§ jzo, 023:"3 j:'si
2 -2 2 -2 2 2
031=+3 _2=2, 032—-‘_3 _2‘=10, c33=+_3 3‘=12
dacui ssgue
&8 0 -126 8 -8 206
K=S-8 o -87 p (A)=fo0 o0 10l
éz 10 124 §-12 -8 125
Pertanto:
@l 1 1o
x8 -8 25 ¢ 5 5 2T
o1 A*)T_ix‘? 0 0 107=¢o o 1=
detA 40 §-12 8 123 g 47
3 1 3
€0 "5 105
Dunque:
@l 1 19
¢ 5 5 207
=6 o o L=
¢ 4~
¢ 3 1 32
€10 "5 104
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Secondo metodo
Affianchiamo dlamatrice A, di ordine 3" 3, lamatrice identitaddlo $es0 ordine
®2 2 -2 1 0 0o
[All,]=¢-3 3 -2/ 0 1 o
0 4 0|0 0 15
\ / \ J
Y Y
A I3

Effettuiamo ora le operazioni dementari sulle righe, o sulle colonne, di Alls] in modo tale da ottenere,
dlafing unamatrice ddlaformal[ls|B], dove lamatrice B saraproprio I'inversa, AL, di A:

® 1 0
®2 2 -2|1 0 06 ¢t 1115 0 Of
[All,]=¢-3 3 -2 |0 1 o:%;/?;(%@ 8-3 3-2|10 1 O0:%%%%®
é 0O 4 0|0 0 15 ® ¢0 4 0|0 0 17
P
ad 1 -1 % o o° d o1 -1 % o o?
¢ * ¢ N
3 = 3 =
go 6 -5| 2 1 O%HH%%HW go 6 -5| > 1 O%H%UHS
€0 4 0|0 0 1 €0 0 10(-3 -2 3
: ; : ;
) 1 0
A1 -1 % o o ? e
go 2 0l 0 O 31%;/?@%1;@ go 1 0/ 0 O %j%ggé%g@
+ TP N
%o 0 10|-3 -2 3, % ¢ 3 1 3%
p 0 0 1|-— -= —i
g 10 5 10g
3 0 -1 1y 10 3 0 o i3 1 1, 3¢
; 2 47 ¢ 2 10 5 4 107
1 00 o0 %j%%%%@go 1 0| 0 o %:
00 o 1]-3 .1 3 o o 1].2 .1 2
g 10 104 éﬂ_, L 10 5 10 5
VT
|3 A—l
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Dunque, facendo i conti, risulta
e 1 1 10
¢ 5 5 207
¢ 1%
A=¢ 0 o =7
¢ 4~
¢3 .1 37
%10 5 10g

5) Dati i seguenti vettori
v,=(-1,0,2), Vv,=(3,-4,0), v,=(2,0,1)
verificare se sono linearmente indipendenti o dipendenti

Primo metodo
Sruttiamo la definizione di lineare dipendenza o indipendenzadi vettori.
Scriviamo una combinazione lineare de tre vettori e la eguagliamo d vettore nullo, precisamente:
*) kv, +kyv,+kv, =0

dovei ki (i = 1, 2, 3) sono degli scalari ovvero dei numeri redli.
Poniamo orandla(*), d posto del vettori, le terne assegnate:

k.(-1,0,2)+k,(3, - 4,0)+k,(2,0,1)=(0, 0, 0)
Moltiplichiamo ciascuna componente ddl vettore per il corrispondente scaares

(k. 0, %) +(K,, - 4k, 0)+(;, 0, k)=(0, 0,0)

Sommiamo ora componente per componente:

(- k +3k, +2k,, 0- 4k +0, 2k +0+k ) =(0, 0, 0)
cioé&

(-k +3k+2k;, - 4k, 2 +k)=(0,0,0)

Affinché I'equazione sopra stritta da soddidfetta, i due membri devono essere ugudi, ovwwero i due
vettori (quello che figura d primo membro e qudlo che figura d secondo membro) devono avere
ugudi le componenti che s trovano nellamedesima poszione, precisamente deve risultare:

-k, +3k, +2k =0
-4k, =0
K2k +k, =0
Reda quindi da risolvere il 9stema sopra riportato, ovvero determinare i vaori dele incognite ki (i = 1,
2, 3), ossarvando che se sono tutti nuli alora i vettori assegnati sono linearmente: indiipendenti, mentre

Se ne esste uno diverso da zero dlorasiamo ndl caso ddllalineare dipendenza dei vettori.
Sottolingiamo, in primo luogo, che g trattadi un Sstema quadrato di tre equazioni in tre incognite.
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Dalla seconda eguazione otteniamo:
k2 =0
Ddlaterza equazione otteniamo:
1) ks=-2k

Sodiituiamo i vaori ottenuti nella prima equazione:
-k1+2(-2k1)=O b -ki- 4k;=0 b -5k =0 b ki=0
Sodituiamo orail vaore ottenuto ndla (1):
ks=0
Dunque:
k]_ = k2 = K; =0
dunque laterna tutta nulla
(kla k21 k3) = (01 0! 0)
Poiché ¢li sdai, soluzione dd nosro ddema, sono tuti nulli i tre vettori assegnati  risultano
linearmente indipendenti.

Secondo metodo
Sfruttiamo lanozione di rango.
Condderiamo lamatrice codtituita dai tre vettori riga assegnati:

el 0 25
A,=%3 -4 O
éz 0 1y

Determiniamo il rango di A, sgpendo che due o piu vettori sono linearmente indipendenti se il rango
dellamatrice ad ess associata € messmo.
Risulta, pertanto:

O<r(A)E3
(lamétrice A non e lamatrice nulla!!)
Per il cacolo dd rango di A, gpplichiamo il teorema di Kronecker e consderiamo il seguente minore di
ordine 2 diverso da zero:

=2 0‘:410 b r(A)32
3 -4
Cdcoliamo adeso I’ unico minoreorlaio di Mj:
-1 0 2
3 -4 =4+16=201 0
2 0 1

Dunque, poiché tde minore € nullo risulta r(A) = 3, cioé il rango di A € massmo. | vettori sono
pertanto linearmente indipendenti.
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